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Definiciones

Relacion de recurrencia o recursiva para la sucesion { a, }, . n
es una expresion que relaciona el término general de la sucesion

a, con uno o mas de los términos precedentes a,, V K < n.

Los valores de los términos necesarios para empezar a calcular

se llaman condiciones 1niciales.
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Ejemplos

1) Sucesiones geometricas

a,=ra,, = a,=r"la
ejemplo: {a.},.n=11,2,4,8, 16,32, 64, 128, 256, ...}

2) Sucesiones aritmeticas
a,=a,  +d = a,=a, +(n-1)d

ejemplo: {a.},.n=11.4,7,10, 13,16, 19,22, 25, 28, ...}
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3) Sea la relacion recursiva
a,=a, —a,, Vvn=3 'y a=3, a,=95
entonces {a,},.n=13, 95, 2, -3, -5, -2, 3, 5...}

€s una sucesion que satisface la relacion recursiva.

4) La sucesion {a, =3 n},_ s solucion de la relacion recursiva

a,=2a, ,—a,, Vvnz=3
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5) Una persona deposita 10.000 € en una cuenta bancaria
que le proporciona un interés anual del 3%.
S1 los intereses se abonan en la misma cuenta,

¢,cuanto dinero habra en la cuenta al cabo de 20 anos?
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Solucion:

Sea a, el saldo de la cuenta una vez transcurridos n anos,
entonces la sucesion {a,}, .y satistace la relacion recursiva
a,=a, ;+0,03a, , =103 a4, ,,Vn=>1

a, = 10.000 €

por tanto |&,= ( 1,03)" @, =  a,= 18.061,11€

Victoria Zarzosa Rodriguez
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Definiciones recursivas

Ejemplo
Sean N rectas en el plano, de manera que cada recta corta a las
anteriores y no hay tres rectas coincidentes en el mismo punto,

1) ;cuantas regiones definen?
solucion: a =2 definicidn recursiva

a =a _ +n n=2

2) (cuantas regiones infinitas definen?

b =2
solucion: definicion recursiva
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Definicion
Relacion de recurrencia lineal de orden k es una relacion de

la forma

a'n — Cl(n)a’n—l + Cz(n)an—z T T Ck (n)an—k + g(n)

donde Vieil,.. Kk,

C,:N —=-> R, g:N > R

S1 g(n)=0, VneN, entonces es una relacion homogeénea.
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Recurrencias lineales homogeéneas con coeficientes constantes

Ay =G0y TG g oG dn

X“=c,x*T+e, X2+ +c,
polinomio caracteristico

p(X)=x"—c X' —c X —---—cC

2 k

raices caracteristicas son las raices del polinomio caracteristico
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Teorema

1. o esraiz del polinomio caracteristico

p(X) =X —c X" —c X —---—C
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Demostracion
1. a esraizde P(X)= X" —CIXk_1 —C2Xk_2 —-+—C,
< ak—clak_l—czak_z—---—ck =0
s a"=a""a" =ca" +ca™” +---+Cca™"

& o es solucion de la relacion de recurrencia

a =Ca _ +Ca ,+--+C a

n—k
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Teorema

2. Si o esraiz con multiplicidad r >1 del polinomio

k k—1 k-2
p(X)=X"-CcX —CX ~—:--—C,

2

entonces |{a", na", nfa", .., n""la"}

son soluciones de la relacion de recurrencia
a'n — Cl an—l + C2 an—2 L .+Ck an—k

11
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Teorema

3. S1 X,, Y, son soluciones de la relacion de recurrencia

a'n — Cl a‘n—l +C2 a'n—z T .+Ck a'n—k

entonces {AXx, + By,, VA,Be®R}

son soluciones de la misma recurrencia.
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Ejemplo: Sucesion de Fibonacci

Leonardo de Pisa ( 1175 —1250) en “Liber Abaci”.

Se tiene una pareja de conejos, macho y hembra, recien nacidos;
al final del segundo mes y de meses sucesivos, cada hembra da a
luz una pareja de conejos, macho y hembra.

¢, Cuantas parejas de conejos habra al final de n meses?

13



Departamento de Matemdtica Aplicada. ETSIInf. UPM.

88
e

e B

] |

338 3

Murnber
of pairs

1

38 88 &l 38 $é -

http:// www.mcs.surrey.ac.uk/Personal/R.Knott/Fibonacci/fib.html

rzosa Rodriguez
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A : “recién nacidos” B : “jovenes” C : “adultos™

fin 1° mes A a, =1
fin 2° mes B a,=1
fin 3° mes C-A a,
fin 4° mes C-B-A a, =
fin 5° mes C-C-B-A-A as =5
£ £0 on A C_C RN A A A A —
1111 U 11ICD C \ C—D— D — A — A £} Ol6 o

S1 a, es el numero de parejas de conejos al fin del mes n,
entonces

d, = ap_; t a_,

15
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La sucesion de Fibonacci{ a, },.y Vverifica la recurrencia

(al :1
18, =1
ka.n S an_l I an_z, n 2 3

El polinomio caracteristico es  pP(X) =x>—Xx—1

cuyas raices son |
. +2*/§ — ¢ = 1,618033
<
B = 1= NER ~0,618033
\ 2 ¢

entonces la solucion general de la recurrencia es

16
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an:Aan+Bﬁn:A[

)l

2 2

donde A, B € ‘R deben cumplir las condiciones 1niciales

a, = IJMB +B ﬂ =1
2 2

) 2 2

1++/5 1-+/5

a, = +Bl —= | =1
2 2

Por tanto, la solucidn con las condiciones iniciales es

L _ L [(1+45Y) 1 (1-45)
U5 2 Js| 2

1 —1
jA:—,B = —
NERE
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Ejemplo: Sucesion de Edouard Lucas (1842 — 1891)

* En “Investigaciones sobre varias obras de Leonardo de Pisa 'y
sobre diversos temas de aritmética superior” (1877), denominé

a la sucesion anterior, sucesion de Fibonacci.

* Invento el juego de las Torres de Hanoi.
« “Récréations mathematiques™

(articulos publicados 1882 —1894)

18
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e [.asucesion de Edouard Lucas verifica la recurrencia

(al :1
< a2 = 3
Ay =ap_ Tap

= A=1,B=1

con

\

SR
. A(Hf

s

1+\/§

2

J

1-45

2

Jﬂ

ctoria Zarzosa Rodriguez
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Ejemplos

1) Se considera la recurrencia

(@, =1

a, =20
a,=84a,,;-16a,,, n=3

N

El polinomio caracteristico es p(X) = X% — 8Xx + 16

cuyaraizes a=4 doble

entonces la solucion general es a, =(A+Bn) 4"

donde A, B € R deben cumplir las condiciones 1niciales

a, =4A+4B =1 3
= A
a, =16 A+32B =20 4

20
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2) Se considera la recurrencia

(al :2
a,=-a,,, N=3

El polinomio caracteristicoes p(X) =X+ 1

cuyas raices son o =1, B=—1

entonces la solucion general es
a

= A" +B(=i)"

donde A, B € ‘R deben cumplir las condiciones iniciales
a, =Al—-Bi=2

= A=-1,B=I
a,=—-A-B=0

21
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Por lo tanto,

ap = i~ ()= —2cos (ﬂ(n2+ l)j

considerando que

n i~ T . 7Y T : T
I'=e2 =|cos—+isen— | =cos| — |[n+1sen| — |n
2 2 2 2
/4 n
N T T T . T
(—I) = =| cos——Iisen— | =cos| — [n—1sen| — |n
2 2 2 2
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3) Sea a, el numero de palabras de longitud n con las cifras
{0, 1, 2, ..., 9} que tienen un numero par de ceros

consecutivos.

Hallar una relacion de recurrencia para calcular a, .

23
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* Se anade una cifra distinta de 0 a una cadena valida de a, ,

0 se anade un 00 auna cadena validade a, ,.

Entonces a, verifica la recurrencia

a, =9

2 02

a, =9"+1

a,=9%9a, ,+a,,,n=3

24
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El polinomio caracteristicoes p(X) = X% —9x — 1

cuyas raices son 9-+4/85 9—+/85

2’ﬁ2

entonces la solucion general de la recurrencia es

9+\/; n 9—\/; n

+ B
2 2

an:A

donde A, B € R deben cumplir las condiciones iniciales

{a1=A“+Bﬂ=9 1 985 19485

= A=— :
a, =Aa’ +Bp" =82 2 170 2 170

25
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4) Un nifio tiene N monedas 1guales que quiere gastar en dias

SUCes1vVos.

Se sabe que una bolsa de palomitas cuesta 1 moneda, un
paquete de caramelos cuesta 2 monedas y un paquete de

chicles cuesta 2 monedas.

. De cuantas formas puede efectuar el gasto de las n monedas,

teniendo en cuenta el orden de los dias?

26
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Sea a, el numero de formas distintas de gastar N monedas.

n =1 moneda P |1 forma
n = 2 monedas pp C ch 3 formas
n =3 monedas ppp cp chp

pC p ch 5 formas

n =4 monedas pppp cpp ch pp
pcp pchp
ppc CC ch c

pp ch cch ch ch 11 formas

27
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 Seanade p alfinalde a,, 6 seafiade ¢ ¢ ch alfinal

de a,, )
) 82 = 3
a,=a,;+2a,,, n=3

 El polinomio caracteristico es p(X) =X? — X — 2

cuyas raicesson a=-1, =2

entonces la solucion general es a,=AC-D"+B2"

donde A, B € R deben cumplir las condiciones iniciales

a, =—A+2B =1 1 2
= A
a, =A+4B =3 3 3

28
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Recurrencias lineales no homogéneas con coeficientes constantes

a, =¢a,, +tCa, , +---+Ca, , + g(n)

 Una solucion P (n) de la ecuacion no homogenea anterior es

una solucion particular cuando no se tienen en cuenta las

condiciones 1niciales.

29
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e Lasolucion particular P(n) se obtiene de la siguiente forma:
I. st ¢g(n) esunpolinomio de grado r
entonces P(N) es un polinomio de grado > .
2. st ¢g(n) esunpolinomiodegrador y ¢, +..+c =1
entonces P(Nn) esun polinomio de grado > r + 1.
3. si gn)=a.b” con abeR vy
v' b no es raiz del polinomio caracteristico, P(n) =c.b"

v' b es raiz del polinomio caracteristico, de multiplicidad r,
entonces P(n) =c¢ n" b"

30
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« La solucion general de la ecuacion lineal no homogenea

se obtiene de la siguiente forma:
1. se calcula una solucion general de la ecuacion homogénea
a -ca +Ca ,+-+Ca ,
2. se calcula una solucion particular P(n) de la ecuacion
a,=ca, +ca,,+---+ca _, +g(n)
3. la suma de ambas soluciones es una solucion general
de la ecuacion a, =ca,, +ca, ,+---+c.a,, +9(n)

4. se obtiene la solucion correspondiente a las condiciones iniciales

31
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Ejemplos

1) Sea la recurrencia lineal no homogénea

-

1a; =1
a, =a,_, +6a,,—-6n°+26n-25

e Larelacion de recurrencia lineal homogénea a, =a,_; +6a,_,

tiene como polinomio caracteristico  f(X)=Xx>—X—-6
cuyas raicesson g =-2, =3
entonces la solucion general de la recurrencia homogénea es

a =A(-2)"+B3"

32
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g(n)=-6n°+26N-25 s un polinomio de grado

« Como
es un polinomio de grado > 2

r =2, entonces P(N)

Probamos una solucidn particular de la forma
P(n)=an’*+bn+c

que sustituida en la relacion de recurrencia resulta

(a=7a-6 (a =1
sb=-26a+7b + 26 = <<b=0
c=25a-13b+7c-25 c=0

&

luego, la solucioén particular de la recurrencia es P (n) =n?

33
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e La solucion general de 1a ecuacion no homogénea es

a =A(-2)"+B3"+n?

e [.as condiciones 1niciales son

a,=5=A+B
a =1=

—-2A+3B+1

por tanto, la solucion de la recurrencia es

a =(-2)"3+3"2+n°

34
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Ejemplos
Sea la recurrencia lineal no homogenea

2)
(ao = O
ca, =1
a, =a, +6a,,+2"

La relacion de recurrencia lineal homogénea a, =a,_; +6a,_,

tiene como polin

AN

cuyasraicesson g =-2, =3

entonces la solucion general de la recurrencia homogénea es

a =A(-2)"+B3"

35
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e Como g(nN)=2" 'y b =2 no es raiz del polinomio
caracteristico probaremos con una solucion particular de la

forma P(n)=c.2"

que sustituida en la recurrencia resulta
c2" =c2" ! +6c2" 42" = c¢=-1

Luego, la solucion particular de la recurrencia es P(n) =— 2"

36
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e [La solucion general de la ecuacion no homogénea es
a,=A(-2)"+B3"-2"
e Las condiciones iniciales son

JaO:AJrB—l:O

= A=0,B=1
|8 =—2A+3B-2=1

Por tanto, la solucion de la recurrenciaes | g _3n _ 9"
n

37
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Ejemplos
Sea la recurrencia lineal no homogenea

3)
(ao = O
ca, =1
8, =a,; +6a,_,+3"

La relacion de recurrencia lineal homogénea a, =a,_; +6a,_,

tiene como polin

AN

cuyas raicesson g =-2, =3

entonces la solucion general de la recurrencia homogénea es

a =A(-2)"+B3"

38
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e« Como ¢g(n)=3" y b =3 es raiz del polinomio
caracteristico, probaremos con una solucion particular de

la forma P(n)=cn 3"

que sustituida en la recurrencia resulta
cn3"=c(n-D3""+6c(n-2)3""*+3"

cuya solucion es ¢ = 3/5.

. . 3n+1 n
Luego, la solucion particular es P(n):?

39
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» La solucion general de la ecuacion no homogénea es

3n+1 n

a,=A(-2)"+B3" + :A(—Z)”+(B+3?n)3”

e Las condiciones iniciales son
fao =A+B=0
a, =—2A+@+ Bj3=1 = A=55 B=75s

I\

\

Por tanto, la solucion de la recurrencia es

4 15 n-4
a,=—(-2)" + 3"
" 25( ) ( 25 j

arzosa Rodriguez
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Ejemplo: Torres de Hano1

« Es un juego formado por tres variiias verticaies y un numero
Indeterminado de discos distintos, colocados de mayor a
menor en la primera varilla.

» EIl juego consiste en pasar todos los discos a otra varilla, con
la condicion de que no se puede colocar ningun disco mayor
sobre uno menor.

« ¢Cual es el minimo numero de movimientos a, que son
necesarios para trasladar n discos?

41
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Solucion:
El minimo nimero de movimientos a, verifica la relacion de

recurrencia

a,=2a,;+1
 Larelacion de recurrencia lineal homogénea a, =2a, ,

tiene como polinomio caracteristico p(x)=x—2

cuyaraizes a=2
entonces la solucion general de la ecuacion homogénea es
a,=A2"
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e Probamos una solucion particular de la forma P(n)=c
que sustituida en la recurrenciaresulta ¢ = 2c+1
cuya soluciones c=-—1.

Luego, la solucion particulares P(n) =-—1
« La solucion general de la ecuacion no homogeénea es
a,=A2"-1

* Las condiciones iniciales son a,= 1 = A2-1 = A=1

Por tanto, la solucion de la recurrencia es a,= 2"-1
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